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Figurenfolgen ur Herleitung er wesentlichen tan ar funktionen ein uset
en wirkt in er Mathematik nicht beson ers ertraut kann man och schnell
un e ient etwa ie E ponentialfunktion sowie inusun  osinus iiber ihre
sogar usammenh ngen en Poten reihen e nieren un  araus nahe u un
mittelbar ie wesentlichen Eigenschaften e u ieren. Die reis ahl 1 sst
sich im Anschluss miihelos etwa als as Doppelte er ersten positi en ull
stelle es osinus e nieren selbst ie ur elfunktion konnte als pe ialfall
er allgemeinen Poten leicht abgeleitet wer en.

Die so beschriebene komprimierte un nach iir e un E ien optimierte
Darstellung begeistert en ersierten Mathematiker sie wirkt teilweise sogar
sthetisch. Auf Aufenstehen e un eulinge macht sie aller ings einen
un urch ringbaren geheimnis ollen un oft gar abschrecken en Ein ruck
er urchaus thematisiert wir . Mathematisches n ermdégen gilt heute in
nicht naturwissenschaftlich gepr gten reisen als gesellschaftsf hig ie u
riickliegen e TIMM  tu ie or net ie mathematischen F higkeiten eut
scher chiiler ins international untere Mittelfel ein un er aktuelle E D
il ungsbericht bescheinigt allen an eren europ ischen n ern a  uate
uwachsraten bei gra uierten Ingenieuren un Informatik Fachkr ften.

Eine erste ermutung er riin e fiir ie geschil erte ituation riickt ie
chule ins entrum er ritik Mathematik wir  ort bereits nicht ausrei
chen  emittelt un kaum prop eutisch behan elt. Aus er eigenen Er

fahrung mit schulischer Arbeit un auch aus ahlreichen ehrerfortbil ungen
kann ich en pauschalen orwurf nicht best tigen er Mathematikunterricht
genielt eine gewisse Priorit t un  ie Metho en un Darstellungsweisen sin
auf aktuellem tan er mathematischen Forschung. Aller ings gab

bereits in en ieb iger Jahren u be enken

Die Darstellung auf er chule muffn mlich umein chlagwort u
gebrauchen ps chologisch nicht s stematisch sein... man sollte
im gan en nterricht auch auf er Hochschule ie Mathematik
stets erkniipft halten mit allem was en Menschen gem £ sei
nen sonstigen Interessen auf seiner eweiligen Entwicklungsstufe
bewegt un was nur irgen in e iehung ur Mathematik sich
bringen | f£t.

. anschaulich un genetisch .h. as gan e ehrgeb u e wir
auf run bekannter anschaulicher Dinge gan allm hlich on
unten aufgebaut hierin liegt ein scharf ausgepr gter egensat
gegen en meist auf Hochschulen iiblichen logischen un s stema
tischen nterrichtsbetrieb.

itiert in d1

Mathematik muss also umin estin er chule erkniipft sein mit en Men
schen bewegen en Alltagsinhalten un eine sehr giinstige elegenheit er
Ankniipfung kann ie Anschauung arstellen. Diese gibt auch unerfahrenen



ernen en eine gewisse icherheit in er esch ftigung mit einem sonst ab
strakten Thema auch ist ie friithe Mathematik in wesentlichen Teilen aus
er Anschuung entstan en.

o f ngt enn alle menschliche Erkenntnis mit Anschauungen an
geht on a u egriffen un en igt mit I een.
ritik er reinen ernunft itiert in 2

m egriffe un I een er Mathematik auch em nicht formal logisch be
gabten ernen en ug nglich u machen be arf es einer Darstellung unter

eriicksichtigung er I eengenese iese wie erum h ngt oft an anschauli
chen eispielen. Auf en einfachen Erfahrungen kann ann ein Theoriege
b u e konstruiert wer en as wegen seiner ug nglichkeit em ernen en
erschliefsbar un  amit auch erinnerbar un nach oll iehbar bleiben kann.

In goo teaching one intro uces new concepts i eas etc. b using
them one e plains their rules of interaction with primiti e ele
ments one has assume to e ist one makes them familiar through
han ling these rules. It is onl later that one will be able to gi e
the abstract e nition which allows one to erif the consistenc

of the theor e ten e in this wa . Mathematics e en in its most
elaborate form has ne er procee e otherwise e cept perhaps
for certain gratuitous generalisations of algebraic theories .

HO itiert in 10

owir auchin er orliegen en Arbeit ersucht mit primiti en also einfa
chen Mitteln un en sich amit ergeben en e iehungen eweise un Her
leitungen fiir urchaus anspruchs olle mathematische ach erhalte u bieten.
Dabei muss immer ie iite er Darstellung hinterfragt wer en alternati e
geometrische chlussweisen in Form asso iati er Figurense uen en kénnen
nur ann sinn oll eingeset t wer en wenn sie eing nglicher anschaulicher
o er einfacher als ein formaler eweis om ernen en aufgenommen wer en.

o 1 en sich bei e er Herleitung immer ein ollst n iger Formalbeweis so
wie eine ausfiihrliche Diskussion er orgestellten geometrischen I ee. Aller

ings muss abei immer beachtet wer en ass ie orgelegte Arbeit keine
en giiltige Darstellung er Figurenfolgen leisten kann weitere Erprobungen
Anpassungen un  ptimierungen aus em praktischen Einsat sin  nterl s
slich ur ewinnung eines schlieflich fiir iele ernen e giinstigen on epts.

Im or ergrun steht in ieser Arbeit e och immer ie mathematische Aus
formulierung er geometrischen un  er ui alenten formalen eweise sowie
as treben nach einer giinstigen Darstellung. Es stellte sich abei heraus
ass ie anschaulichen Argumente eutlich besser als ie formalen ui a
lente erinnert wur en wie es auch lernps chologie Erkenntnisse ermuten
lassen bereits nach einiger esch ftigung gelang auch mit nur selten u a
te ge ogenen ollegen eine tiefe Diskussion er geometrischen chlussweisen.
omit meine ich en anf nglichen Ausfiihrungen nun hin ufiigen u kénnen



ei aller mathematischen formalen sthetik ie hier beschriebenen teils un
bekannten teils neuen chlussweisen scheinen mir bereits nach relati kur er

esch ftigung so ertraut wie iele bekannte mathematischen Formeln. ollte
ies auf breiterer asis utreffen was ie espr che mit ollegen un eren
fun iertes Interesse an euten so konnen ie argestellten Ans t e sicherlich
u einer interessanten Alternati e fiir ie chulanal sis sowie fiir einfiihren
e mathematische Hochschul eranstaltungen ausgearbeitet wer en ie auch
nicht formalen etwa isuellen ernt pen gerecht wer en kann.

Mit er Fertigstellung mochte ich einen her lichen Dank an ie enigen er
bin en ie iese Arbeit in en let ten Monaten in erschie ener eise be
gleitet haben. Meiner Freun in irte chulthoff er anke ich neben ahl
reichen wichtigen orrekturen un wesentlicher nterstiit ung eine schone
Darstellung eines han gemalten Treckers or einem entralen il er Trak
torse uen  ie mein erst n nis om Transfer er Alltagserfahrung beim
Mathematiklernen illustriert. Meiner Meinung nach sollten allen e uen en
neben en pr gnanten amen auch einpr gsame il er beigestellt wer en.
Der e ul un em st n igen {ickhalt urch meine Familie habe ich es
u er anken asstrot einiger ngewissheiten ie orliegen e Arbeit in er
gebotenen uhe entstehen konnte. ielen ollegen habe ich fiir konstrukti
e espr che mir abgenommene an erweitige Arbeit un sehr interessante
Anregungen u anken beson ers er st n ige Ausstausch mit Dirk leine
Doepke er eine hnliche Arbeit u Integral un E isten s t en erfasst
erwies sich als sehr fruchtbar. Als beson ers positi empfan ich schlieflich
ie her orragen e personliche etreuung on Herrn Prof. Méller ie wesent
liche Teile ieser Arbeit im Diskurs wachsen un reifen liefs.

Miinster im Mai 2000 JA
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iel er orliegen en Arbeit ist orgabengem £ ie Herleitung er nichtra
tionalen tan ar funktionen mit asso iati en Figurense uen en wobei ur
reinen Herleitung einige sinn olle Erweiterungen treten sollen. o ist eweils
eine ollst n ige Einfiihrung gegebenenfalls mit e nitorischer Pr isierung
sowie ie harakterisierung er wesentlichen Eigenschaften orgesehen hin u
tritt eine herleiten e ie erholung ieser chritte. ur thematischen Abgren
ung wer en un chst ie u behan eln en tan ar funktionen aufgefiihrt.
Im Anschluss soll ie erwen ung er asso iati en Figurense uen en als
Teil es i aktischen Ansat es er Elementaranal sis im ahmen ieser Ar
beit erkl rt wer en.

Eine er ersten bekannten nichtrationalen ahlen er Mathematikgeschichte
war ermutlich ie ngenmal ahl er Diagonalen eines Einheits ua rats
heute in eichen als  geschrieben. omit sin ie  ua ratwur elfunk
tion im eson eren un ie ten ur eln im Allgemeinen nichtrationale

tan ar funktionen un amit erste b ekte er etrachtung ieser Arbeit.

eiterhin wer en ie E ponentialfunktion sowie er natiirliche ogarithmus
als eren mkehrung u behan eln sein asie ieirrationale Eulersche ahl

ur asis haben. Hier schliefit sich kanonisch ie Herleitung er allgemeinen
Poten an wie an entsprechen er telle erl utert wer en wir .

chliefflich gilt es anhan  er nichtrationalen reis ahl en egriff er
ogenl nge am Einheitskreis sowie ie arauf beruhen en trigonometrischen
Funktionen inus osinus un Tangens ein ufiihren. Dieses erfahren pr
isiert, ie schuliibliche geometrische De nition er inkelfunktionen ohne
e ugnahme auf ie komple e E ponentialfunktion b w. auf eren eihen
arstellung.

Die Herleitung besagter Funktionen mit asso iati en Figurense uen en erfor
ert intensi e e ugnahme auf as ugrun eliegen e on ept er Elementa
ranal sis welches mafgeblich on ROF R R R O Rauf asis
er on R H R19  orgeschlagenen ipschit Anal sis entwickelt wur
e. Die Figurenfolgen ienen in er Elementaranal sis sowohl ur icherung
als auch ur Festigung on mittels geometrischer erk euge gewonnenen ma
thematischen chliissen in em sie ernen en asso iati erbin ung un
erstehen er um esamtbeweis notwen igen Teilschritte erleichtern. ei
er etrachtung er nichtrationalen tan ar funktionen erl utern ie Figu
ren nicht nur erechnungs un  onstruktionsweisen son ern beweisen etwa
Funktionaleigenschaften o er on ergen es erfahrens. eiterhin stiit en




sie ie Anschauung un as Erlernen mathematischer usammenh nge urch
ihre optimierte s mbolische Darstellung weshalb eine lernps chologische Ein
or nung un  ewertung erfolgen muss.

Fiir ie onstruktion geeigneter Figurense uen en ist ie ereitstellung un

egriin ung eines optimierten = mbolsat es mit entsprechen en Techniken
ur unmittelbar einsichtigen il er n erung erfor erlich. u en Ein el
bil ern sin as erst n nis leiten e Fragen u formulieren ie im inne
eines fragen ent ecken en nterrichts em ernen en selbstgeleitet geneti
sche Erkenntnisse ermoglichen un  as Einpr gen optimal unterstiit en. Es
wer en a u auch i aktische Erl uterungen notwen ig sein a ie Einfiih
rung on Funktionen natiirlich an ernsituationen orientiert erfolgen muss.

run lage es aktuellen Forschungsstan s er Elementaranal sis sowie ih
rer i aktischen un metho ischen Ans t e sin  kripta on 1980 un 199
24 2 . egen er eschr nkung ieser Arbeit auf ie umfassen e Ausarbei
tung ein elner ereiche einer konsistenten Teiltheorie er auch Anal sis ist
an mancher telle ein erweis auf weitergehen e Informationen in er itera
tur un ermei lich. Insbeson ere muss auf einige in er klassischen Anal sis
nicht erwen ete egriffe un De nitionen uriickgegriffen wer en ohne ass
sie mathematisch streng eingefiihrt wer en konnen. Dennoch wer en ie ein
elnen Herleitungen so ollst n ig un abgesichert wie moglich argestellt
iel ist ein Programm ur ehan lung er nichtrationalen tan ar funktio
nen.

Mit er Fertigstellung er Arbeit sin auch ie aktuellen ichtlinien fiir ie
ekun arstufe II an  mnasien un  esamtschulen erfiigbar. Darin wir
mehrfach auf ie st rker u betonen e e eutung es Algorithmus erwie
sen etwa 2  .10. Dieim ahmen ieser Arbeit ge eigten erfahren sin
algorithmisch sie entsprechen also en aktuellen curricularen Anfor erungen
in iesem Punkt.  eiterhin wir ie e eutung er Ableitungs un In
tegralberechnung im eitalter on omputeralgebras stemen uriickgestuft
eb . .18 u unsten on Themen wie Mo ellbil ungun an erem alltags
be ogenen issen. Die Darstellungen ieser Arbeit ersuchen em echnung
u tragen etwa wir bei er Herleitung er natiirlichen E ponentialfunktion
neben einer algorithmischen etrachtung eine moti ieren e Einfiihrung iiber

achstumspro esse gegeben.  hne es u beabsichtigen scheint ie orlie
gen e orgehensweise in ielen Teilen en ichtlinien u geniigen un einige
For erungen anti ipiert u haben.



Die Mathematik i aktik er sieb iger Jahre war gepr gt on er Diskre
pan wischen einer seit 1960 an auern en E aktheitswelle esa iomatisch
e ukti en orgehens bei erwissenschaftlichter un begriffsbetonter is
sens ermittlung in Folge es putnik chocks einerseits un einer unehmen
en ritik an Anwen ungsferne un un ureichen er lernps chologischer Fun
ierung insbeson ere or en Anfor erungen er berstufenreform on 19 2
mit er Einrichtung on run kursen an ererseits 4 .8 ff 8ff. or ie
sem Hintergrun entstan eine lei enschaftliche kontro erse Diskussion ur
Di aktik er Anal sis fiir hohere chulen in eren erlauf als e treme e
genposition ur E aktheit er er icht auf Mathematik e eptologie pro
pagiert wur e auch as on ept er gren wertfreien Anal sis erfuhr in
iesem uge ermehrt uspruch.

nter em Titel Anal sisauf er chule erschien 19 in er eitschrift Di
aktik er Mathematik ein Artikel on R H R er auf 26 eiten einen
alternati en etaillierten Aufbau er Anal sis bis hin um Hauptsat er
Differential un Integralrechnung 18 .46 orschl gt. Durch erwen ung
ereinfachter run begriffe un e pli iter estabsch t ungen beim Auftre
ten on ren werten gelangt R H R nach eigener Aussage leichter un
schneller u wesentlichen Ergebnissen er Differentialrechnung ie beispiels
weise on er Ph sik benotigt wer en. Die urch einen anschaulichen aber
sch rferen tetigkeits b w.  ren wertbegriff eingeschr nkte betrachtbare
Funktionenklasse umfasse alle bisher auf er chule behan elbaren in ie
sem ahmen als gutartig be eichneten Funktionen. orausgeset t wer en
nur Mittelstufenalgebra n mlich ein gefestigter Funktionsbegriff sowie bung
mit Pol nomen nie riger ra e un Arbeiten mit ngleichungen.

R H R benennt als or iige es schulischen Einsat es einer Anal sis mit
e pli iten esten

Die Anal sis kann auf iese eise mit wesentlich einfacheren e
weisen behan elt wer en als bisher gleich eitig haben ie gut
artigen Funktionen er Anschauung ug nglichere Eigenschaften
als ie auch  stetigen Funktionen. Daher kann man mehr
chiilern als bisher erst n lich machen worum es in er Anal
sis geht wegen er kiir eren eweise treten ie run i een besser
her or . . af ifferen ierbare Funktionen im kleinen als linear
orgestellt wer en konnen. 18 .46




entrale orausset ung ieses on epts ist ie auch in er umerik h u

g erwen ete gleichm Rige ipschit tetigkeit o er kur tetigkeit im
rginalaufsat wir s non m gutartig eingefiihrt. Funktionen heifen auf
abgeschlossenen Inter allen gleichm #ig stetig wenn s mtliche auftreten
en ehnensteigungen em etrage nach wurch eine ahl beschr nkt sin .
Daher erhielt R H RS Ansat in er iteratur ie e eichnung ipschit
Anal sis o er auch Anal sis mit ehnungsbeschr nkten Funktionen
29 . Dem ersch rften tetigkeitsbegriff entsprechen ein angepasster Differen ier
barkeits un ein eingeschr nkter ren wertbegriff es geniigt sogar er pe
ialfall geometrischer on ergen .

Die ausschliefsliche etrachtung auf abgeschlossenen Inter allen bei e pli it
angebbaren estglie ern ermoglicht neben ollst n igen eweisen urch Ein
set en konkreter erte h u g anschaulichere un intuiti ere chlussweisen.
eiterhin beginnt R H R seine Darstellung er Anal sis mit er nter
suchung on Funktionen un eren Eigenschaften weil man auf iese eise
rasch u interessanten t en er Anal sis kommt 18 .46 . Eine Diskussi
on erin er auch Anal sis entralen Folgen un  ren werte erfolgt erst
bei er Einfilhrung esIntegrals ain en ort erwen eten De nitionen ie
ollst n igkeit er reellen ahlen bendtigt wir 18 . 6. Die eihenfolge
ist abei nur Ergebnis on i aktischen Entschei ungen un keine wingen e
orgabe es on epts ere pli iten este.

In en folgen en Jahren kam ie ipschit Anal sisin er chul un Hoch
schul 1 aktik ersuchsweise um Einsat sie wur e wesentlich in Form on
Han reichungen un Fachaufs t en erbreitet . . 2. Als wesentliche Mo
i kationen schlugen AR un 19 6 eine betragsfreie De nitionsglei
chung er Differen ierbarkeit ohne E isten uantoren or . weiter
hin empfahlen sie ie Ableitungsrechnung an en Anfang es Anal sisun
terrichts u stellen A48 . hren on R orschl ge ur
Erweiterung er betrachtbaren Funktionenmenge gemacht wur en ie aller
ings eine erschwerte egriffsbil ung ur Folge hatten kritisierten un
R G as on ept on R H R als wenig erst n nisfér ern auf
grun einer einseitigen Auffassung om egriff als blokem erk eug... un
einen egriff erstehen heifft nicht nur ihn im orgegebenen Problemkonte t
als erk eug gebrauchen kénnen 4 .100f. enerell 16st sich ie Ma
thematik i aktik er Acht iger Jahre on en egri ichkeiten un stellt im
Mathematikunterricht Probleme un Anwen ungen in en Mittelpunkt aus
eren Osungen ann egriffe estilliert wer en wo sie notwen ig erscheinen
er eit stehen er n erungen wurch echnereinsat sowie ein il ungswert
er Anal sisin er Diskussion 222 .

Das erste chulbuch ur ipschit Anal sis eroffentlichte R 1986 nach
mehr hriger Erprobung im nterricht en For erungen seiner eit entspre




chen enthielt es ielf Itige Anregungen un  eispiele um echnereinsat
im nterricht 29 . Fast ollst n igan en I een on R H R orientiert
erfolgt metho isch giinstig ie Einfiihrung on Folgen un Funktionsgren
werten erst bei Moti ierung er ollst n igkeit erreellen ahlen urch m
kehrfunktion un Integral.

Das be eutet af man beim Aufbau er Differentialrechnung
iiber eine weite trecke ... mit en A iomen er rationalen ah
len auskommt keine reinen E isten beweise u fiihren braucht
alle eweise urch mformungen on ngleichungen ie urch
ahlenbeispiele belegbar sin  gefiihrt wer en. Auf iese eise
kommt man selbst schnell un einsichtig u Ergebnissen ie in
en naturwissenschaftlichen F chern friih gebraucht wer en. 29

Dabei ertritt R ie Auffassung ass ein solch grun legen er ugang
en urspriinglichen I een on eibni un  ewton moglicherweise besser ge
recht wir  in er ewifheit af ielesichbal on er berlegenheit ieses
on eptes iiber eugen wer en Einfache Funktionen sin auch einfach u if
feren ieren 29 . . . Die rientierung an en ent ecken en Metho en
er egriin er er Differentialrechnung eigt ass ie ipschit Anal sis im
egensat ur a iomatisch e ukti betriebenen auch Theorie em lern
ps chologisch wesentlichen Prin ip genetischen ernens geniigen kann wenn
auch R hinsichtlich er Ak eptan es on eptsirrte Die Hochschul
orlesungen behan eln er eit ausschlieklich auch Anal sis chulbiicher
be ienen sich ieser Theorie stellen aber Anwen ungen in en or ergrun
un nennen beson ersim run kursbereich egriffe nur mit einer kur en De
nition un Erl uterung bei weniger prop eutisch e ukti er erwen ung
.228ft .

u R H RS Ansat wur en ielf ltige Mo i kationen orgeschlagen wel
che O R nahe u ollst n ig usammengestellt un eingearbeitet hat in
ein un chst als ereinfachte Anal sis be eichnetes s stematisch beson

ers unter metho ischen un i aktischen esichtspunkten weiterentwickel
tes esamtkon ept 19 .1 6 .2 1 24. Ineiner ausfiihrlichen e ension
betont ie gegebenen inhaltlichen un metho ischen Alternati en




un Impulse fiir en Anal sisunterricht ur e ennoch kleinschrittige e
ge u en pr gnant be eichneten run begriffen bei urchg ngiger Appro
imation mit e pli iten esten was neben sinn ollem echnereinsat un
konstrukti algorithmischer Herleitung er trans en enten Funktionen be
son ers iestringente Metho ik ermoglicht stets om Einfachen um ompli
ierten iiber ugehen 6 .22 2 1. eben en global e nierten run be
griffen  un fehlen en b w. nicht optimalen nterrichtsmaterialien wer en
am chluss er e ensionin Form on konstrukti en Fragen einige inhaltlich
metho ische chwierigkeiten er ereinfachten Anal sis thematisiert wie

kaum genetische un schiilerferne Darstellung 6 .2 1f.

Den Abstan er fach i aktischen Diskussion om konkreten n
terricht u erringern ies ist eine er wichtigsten Aufgaben fiir
ie ukunft 6 .21

ach mehr als ehn hriger metho ischer un i aktischer Entwicklungsar
beit stellt O R 1986 ein esamtkon ept Elementare Anal sis or
essen ame sich reifach begriin et 2 .200

1. Die run begriffe lassen sich in ein eutiger eise eranschaulichen
un alle formalen Herleitungen sin  urch chliisse mit Hilfe elementar
geometrischer Figuren erset bar.

2. Die wichtigen nichtrationalen ahlen un Funktionen sowie alle allge
meinen E isten aussagen wer en algorithmisch konstrukti gewonnen.

. Die wesentlichen egriffsbil ungen un FErgebnisse kénnen om ernen
en ausgehen on einfachen Problemstellungen unter geringer Anlei
tung selbst entwickelt b w. gefun en wer en.

Mit em nun genetischen un schiilerorientierten Ansat gl. . sin en
trale Anregungen on fiir eine eiterentwicklung er ereinfachten
Anal sis realisiert as neue on ept weicht in er Durchfiihrung an ielen




tellen om org nger ab 2 .200. Der behan elte ernstoff glie ert sich
in rei tr nge ph nomenologisch historisch algorithmisch un geometrisch.
on iesen sich erg n en en Teilbereichen beinhaltet er ph nomenologische
en erfiigbaren Erweiterungsbereich er Theorie in Form einer s nchron
optischen Mathematikgeschichte sowie historisch genetisch moti ierten e
griffs erallgemeinerungen. Der algorithmische trang liefert en For erungen
er eit entsprechen  erfahren ur erechnung wesentlicher nichtrationa
ler ahlen un Funktionen un amit E isten beweise gl. 2. bei e akter
enntnis er Fehlerabsch t ung aufgrun  er urchg ngigen Appro imation
mit e pli iten esten sogar superkon ergente un  amit numerisch wich
tige erechnungs erfahren wer en betrachtet 2 .202f.

Den wichtigsten Teil er Elementaren Anal sis macht er geometrische trang
aus er formalen chliissen Alternati en in Form elementargeometrischer

erk euge un  Pr beweise ur eite stellt gl. 1. ie als  namische
Figurenfolgen ... ie genetische Herleitung b w. Ent eckung er .. run
begriffe un aller wichtigen Ergebnisse ermdoglichen sollen 2 201 . Ein
sat n en ie Figuren als geometrische erk euge . . um eweis ei

ner geometrischen Inter allschachtelung o er on ergen im ahmen eines

mehr hrigen Forschungspro ekts Anal sis mit raphikcomputern an er
ni ersit t Miinster sollten arauf basieren teils interakti e erneinheiten

entwickelt wer en. ernen e konnen mit en Figurenfolgen anschaulich u

sammenh nge ent ecken sowie mit Hilfe er Pr beweise heuristisch ein on
aupel angemerkter Mangel er or ersion o er anhan on Fragen gefiihrt
chlussstrategien einiiben un entwickeln.

ach umfangreichen Forschungen u en Moglichkeiten esspe i schen om
putereinsat es in en rei tr ngen erschien 199 nach Ablehnung urch en
orgesehenen erlag wegen essen Publikation eines an eren uches mit em
missbr uchlich erwen eten Titel Elementare Anal sis er erste an  es
esamtkon epts als kriptum unter em notwen ig neuen amen Elemen
taranal sis 2 . Dieses bil et ie theoretische run lage er weiteren ma
thematischen Ausfiihrungen ieser Arbeit.




ei er Einfiihrung un Diskussion er nichtrationalen tan ar funktionen
wer en grun legen e t eun  egriffe er Elementaranal sis bendtigt. ie
sollen hier bereitgestellt un  ur besseren Einor nung kur kommentiert wer
en fiir ie erwen ung in en apiteln bis . Die gekiir te Darstellung
lehnt sich eng an ie in 2 an auch wir an einigen tellen auf ort u
n en e weitergehen e Ausfilhrungen erwiesen.

t e er o e

Das on ept er Elementaranal sis betrachtet ausschlieflich geometrisch kon
ergente Folgen. Daher wir hier eine usammenstellung on De nitionen
un Eigenschaften ur geometrischen on ergen gegeben.

e to eo etrs e fo e
Die Folge ist eine genau ann wenn es ahlen
un  mit un gibt so ass fiir alle gilt.

fo e sat

in un geometrische ullfolgen un ist eine
beschr nkte Folge so stellen un
fiir e es geometrische ullfolgen ar. Aufer em ergibt
— fiir e es eine geometrische ullfolge. eweise er ersten rei

Teilaussagen erfolgen iiber ie glie weise Anwen ung er Dreiecksungleichung
b w. ie einfache Pro uktbil ung ie ierte wir etwas trickreich urch
eine erlegung mit Hilfe es ren werts er geometrischen eihe bewiesen
2 98. egen er ichtigkeit fiir E ponential un trigonometrische
Funktionen wir hier er eweis er let ten Teilaussage kur angefiihrt

e : — st fiir e es eine geometrische ullfolge g f .
e : Es ist ui alent u eigen ass es gibt mit
— fiir e es un fiir alle
Da u miisste st rker wachsen als fiir e es mit geeigneten
positi en onstanten
Fiir gilt un
fiir gilt .
ei e lassen sich umformen u — mit leichheit fiir
Damit ergibt sich — — — fiir e es
Mit - - un —
gilt un

sowie — . Alsoist — fiir e es eineg f e



e to eo etrs eKo er e

Die Folge ist in  genau ann wenn es ein
gibt so ass eine geometrische ullfolge arstellt. Die
ahl heit ann on

Ein kur er eweis liefert ie Ein eutigkeit.

e to a e tafo e
Die Folge ist eine genau ann wenn
eine geometrische ullfolge arstellt. ei ntersuchung er
E ponentialreihe in 4.2. wir bewiesen ass Fun amentalfolgen genau ie
ummenfolgen geometrischer ullfolgen sin .

e ¢to eo etrs e tera s a te
Eine Inter allfolge ist eine
genau ann wenn in enthalten ist un wenn
eine geometrische ullfolge arstellt.

Die geometrischen Fun amentalfolgen sin eine abgeschlossene Teilmenge er
auch Folgen er Fun amentalfolgensat 2 .11  liefert Absch t un

gen fiir ein elne Folgenglie er. Anschaulich eigt sich ie on ergen in er

Figur  ge 2  .112. eometrische Inter allschachtelungen wer en u.a.
ur iterati en erechnung on Funktionswerten erwen et. Der folgen e u

or nungssat sichert bei etrachtung auf en reellen ahlen ie E isten es
entrums einer solchen Inter allschachtelung.

or ssat
u e er Fun amentalfolge mit gibt es genau eine
on un unabh ngigereelle ahl iein allen Inter allen er geometrischen
Inter allschachtelung — — liegt. Diese ahl besteht
aus en festbleiben en iffern er De imal ahl arstellung aller Folgenglie er
on — wenn kein lie  ieser Folge negati ist un  on
— sonst.

m nun Aussagen iiber on ergen auf en reellen ahlen u bekommen
wer en einige t e iiber as erh ltnis er rationalen un reellen ahlen
bei er ren wertbil ung b w. bei er etrachtung geometrischer Inter all
schachtelungen . Mit umfangreichen orbereitungen unter an erem urch

Angabe eines Isomorphismus on  nach gelangt man schlieflich um
hochsten ipfel er Elementaranal sis 2 .1 4.
Vo st ke tssat

In sin ie geometrisch kon ergenten Folgen genau ie Fun amentalfolgen.

Damit hat man ein einfaches on ergen kriterium auf en reellen ahlen an
er Han . eiterhin giinstig sin  ie festbleiben en  herungsbriiche einer

gegebenen Folge ugleich  herungsbriiche es ren werts. ie entsprechen

also en festbleiben en tellen bei einem Taschenrechner o er omputer.



es te

Im ahmen er Elementaranal sis wir er imes als Abbil ung on er
Menge aller rationalen Fun amentalfolgen in ie Menge er reellen ahlen
aufgefasst un  aher als Abbil ungss mbol geschrieben  gl.
Pr isierung on un imesabbil ung 2 .86ff .120.

ter a s a te ssat
Ist eine geometrische Inter allschachtelung so gibt es genau eine
reelle ahl als Inter all entrum ie in allen Inter allen liegt un e e
rationale Folge mit stellt eine Fun amentalfolge ar
fiir ie gleich em Inter all entrum ist.
essat

Die Folgen un seien Fun amentalfolgen.

i Fiir e es ist eine Fun amentalfolge mit
ii Ist eine Folge fiir ie es ein gibt
mit em eine Fun amentalfolge bil et so stellt auch eine

Fun amentalfolge ar un es gilt
iii
i .
Ist un so stellt eine

Fun amentalfolge mit ar.
i Aus folgt

um erhalten er imesabbil ung bei elementar stetigen Funktionen kann
er nachfolgen e at bewiesen wer en.

es erta s ssat
Ist elementar stetig un ist eine geometrisch kon er
gente Folge mit so stellt auch eine geometrisch kon ergente

Folge ar un es gilt

e e tare ere er arket

egeniiber er Differen ierbarkeit im H schen inne als reine Appro
imierbarkeit urch a n lineare Funktionen be eutet Elementare Differen
ierbarkeit ersch rft ie ein eutige  herung urch lineare Funktionen bei
beschr nkt ua ratischem est.

e to ee e tar ere er ar
Die Funktion heifst genau ann
wenn es eine Funktion gibt so ass

1



mit einer beschr nkten Funktion fiir alle gilt.

Dabei be eutet ie Paarmenge un ie eschr nkt

heit einer Funktion in mehreren er n erlichen ist analog er ituation bei

einer er n erlichen als eschr nktheit er ertemenge e niert. Die urch

bereits ein eutig bestimmte Funktion  heifst o er kur
on

et ssat
hne eweis sei angemerkt ass eschr nktheit un elementare Differen
ierbarkeit ererbbar sin so sin etwa umme Pro ukt un bei geeigneten
De nitionsbereichen erkettung un Di ision bei E isten un  eschr nkt
heit er Di isorfunktion beschr nkt un elementar ifferen ierbar.

Als alternati es riterium er elementaren Differen ierbarkeit wir eine glo

bale chranke er estkoe ientenfunktion erwen et. Dieses erfahren

eignet sich beson ers wegen er anf nglichen etrachtung auf en rationalen
ahlen fiir trans en ente Funktionen.

ere er arke tssat
Die Funktion ist genau ann elementar ifferen ierbar
mit er Ableitungsfunktion wenn es eine nur on
abh ngige positi e onstante gibt so ass

2 f ralle

erfiillt ist. Der eweis erfolgt iiber ie Dreiecksungleichung un iiber eine
orgabe einer Funktion s. 2 . . eiterhin kann ge eigt wer en
ass eine obere chranke aller reise urch rei beliebige nicht auf einer
era en liegen e Punkte es Funktionsgraphen on arstellt aher wir
als be eichnet.

e e tare tet ket

ie in er eschichte ur Elementaranal sis erl utert stammt er tetig
keitsbegriff aus er Theorie er Differentialgleichungen nach S H

e to ee e tar stet

Die Funktion heifst genau ann wenn es
eine nur on abh ngige onstante gibt so ass
f ralle
erfiillt ist. Dabei be eichnet man  als o er
on . Man kann weiter eigen ass as etragsma imum er

Ableitung ie bestmogliche teigungsschranke arstellt.



tet ke tssat

Ist eine elementar ifferen ierbare Funktion mit er
Ableitung un  er Parabelschranke SO sin un elementar stetig
mit en teigungsschranken — b w. . Dabei meint

ie Parabelschranke en auf em De nitionsinter all hochsten auftreten en

oe ienten or em wua ratrest. Man kann weiter beweisen ass alle ele
mentar stetigen Funktionen als Ableitungen on elementar ifferen ierbaren
Funktionen auftreten.

ssa e er ote re e
Da ie trans en enten tan ar funktionen teils iiber Poten reihen erkl rt

wer en sin te u onergen un on ergen gebiet sowie ur Differen
ierbarkeit un Form er Ableitung unab ingbar.

e e ko er e sat

Ist eine ahlenfolge un eine reelle ahl fiir ie eine geome
trische ullfolge arstellt so ist ie Poten reihe geometrisch
kon ergent fiir alle mit . Hiermit eigt man auch ass es eine
positi e reelle ahl genannt on ergen ra ius gibt so ass as on er
gen gebiet misst fiir ie pe ialf lle b w. gilt
b w. . eweis urch onstruktion einer chachtelung fiir am

an es on ergen gebiets i erspruch ur Annahme Fiir usam

menh ngen e Teile  es on ergen gebiets nennen wir

Als eren De nitionsbereiche kommen in er egel
abgeschlossene nulls mmetrische Inter alle um Einsat  eren obere ren e
kleiner als ie on ergen gren e  gew hlt wir .

e ea et ssat
Je e Poten reihenfunktion ist elementar ifferen
ierbar mit er Ableitung ie auch eine Po
ten reihenfunktion arstellt. eweis erfolgt mit wullfolgen un  imessat
sowie glie weiser Differen iation.

Mehrfache Ableitungen einer Funktion wer en allgemein wenn e niert re
kursi erkl rt beliebig oft ifferen ierbare Funktionen kann man iiber ie
E isten einer Poten reihen arstellung bei ullfolge er estglie eri enti
ieren man nennt iese Darstellung

ese t e t eee e tar ere er arer kt o e

ere e ot e te sat
Ist bei elementar ifferen ierbar mit er Ableitung
so gibt es eine  on un  abh ngige nicht ein eutige positi e ahl



erart ass

4 _ f ralle

gilt. Jen her also bei liegt esto weniger unterschei en sich also
un . Mit iesem at  er Dreiecksungleichung un  ullschluss folgt
er

o oto esat
Eine elementar ifferen ierbare Funktion mit er Ableitung  ist genau
ann monoton steigen b w. monoton fallen wenn b w. gilt.
Daraus folgt irekt ie nachstehen e Aussage.

Ko sta sat
Eine elementar ifferen ierbare Funktion mit er Ableitung stellt genau

ann eine konstante Funktion ar wenn erfillt ist.
ra ke sat
Ist elementar ifferen ierbar mit er Ableitung un gilt
fiir alle so folgt
f ralle mit

Diesen ergleich weiter Ableitungen kann man erallgemeinern in em statt
eine weite elementar ifferen ierbare Funktion betrachtet wir .

Ver e ssat

in un elementar ifferen ierbare Funk
tionen mit en Ableitungen  un fiir ie gilt un gibt es ein
SO ass erfiillt ist so folgt
6 sign f ralle
h. fiir alle  mit un fiir alle  mit
ke rsat
Ist eine elementar ifferen ierbare Funktion mit er
Ableitung un stellt — eine beschr nkte Funktion ar soist umkehrbar
un ist elementar ifferen ierbar mit er
Ableitung —— _— efolgert un bewiesen wir

ieser iiber ie orhergehen en bei en t e.

Es gelten weiterhin ie iibliche A itions Pro ukt uotienten un et
tenregel beim Ableiten.



hren ie chulmathematik er Mittelstufe fiir ie meisten etrachtun

gen problemlos auf en rationalen ahlen operieren kann ergibt sich bei er

mkehrung er h u g benétigten Poten funktionen ie otwen igkeit er
Einfiihrung reeller ahlen.

chon ie Osungen er leichung liegen nicht in sie sin also
wie man sich leicht erkl ren kann. re n mlich - mit

un ggT eine solche ollst n ig gekiir te rationale 0Osung
mit - ann w re un amit auch wegen gera e. Dann
liefse sich also schreiben un eswiir e ann gelten un  mit
erselben Argumentation wie orher w re also gera e. Dies wi erspr che
e och wegen ggT er Annahme einer ollst n ig gekiir ten
osung -—.

An ererseits wir ur estimmung er Osungen ua ratischer un hdoherer

leichungen as ur el iehen bendtigt aufser em sin bei allen Taschen
rechnern ur elalgorithmen implementiert. Ein solches algorithmisches
herungs erfahren soll nachfolgen mit er Figurense uen Traktor erl utert
wer en essen Ergebnisse sich auch auf nicht gan ahlige ur elfunktionen
aus ehnen lassen.

ko e s ra tt o a ratse te aoae

ereits bei en ab loniern ie mit en g ptern als ehrer er riechen
gelten 11 .9 n en sich Tabellen on wua rat un  ubikwur eln. Die
riechen aller ings erkannten wegen ihrer philosophischen issenschaftsaus
richtung ie ie nteilbarkeit er Eins erkiin ete bereits riiche nicht als
ahlen an ie e och als erh ltnisse on rofen wie olumina F1 chen
o er Tonhohen auftraten un umfangreich gebraucht wur en. Diese Propor
tionenlehre entwickelte sich bereits etwa ein Jahrhun ert or un
fiihrte in er earbeitung on O im wesentlichen um Aufbau er reel
len ahlen eine um so hoher ein usch t en e eistung a ie p thagor ische
chule erkiin ete hinter allem stecke as erh ltnis gan er positi er ah
len. Das Problem er ommensurabilit t erhalf schlieflich ur erwerfung
er reinen erh ltnislehre. Je och machten ie riechen einen nterschie




wischen en Proportionen on wuantit ten un  ahlen kamen ennoch fast
u einer Funktionsauffassung un begriin eten ie Techniken es eweises
1 .2 1f 16 .11f.

wei trecken wer en als kommensurabel be eichnet wenn sie ein gemein

sames Mak besit en .h. wenn eine ritte trecke erart e istiert ass sie
sowohl auf ie eine als auch auf ie an ere gan ahlig ohne est abgetragen
wer en kann. Die estimmung es groften solchen gemeinsamen Mafes er
folgt geometrisch urch Abtragen er kleineren auf ie grofere trecke 11
. 2f o errechnerisch mit em Eukli ischen Algorithmus ur erechnung es

grokten gemeinsamen Teilers weier gan er ahlen urch Di ision mit est
1 .2 . Fin et man n mlich geometrisch eine gemeinsame Einheit

so konnen mit ieser bei e Ausgangsstrecken nach orausset ung gan ahlig
ermessen wer en. ollte es eine grofere gemeinsame Einheit geben offenbart

sie sich bei erechnung es groften gemeinsamen Teilers bei er Maf ahlen.

wei trecken sin also kommensurabel wenn er Eukli ische Algorithmus

auf sie angewen et u einem En e fiihrt sonst heilen ie trecken inkom
mensurabel. Damit soll er at  eite un Diagonale es wua rats sin
inkommensurabel bewiesen wer en.

eometrisch beginnt er Algorithmus mit Abtragen er kleineren auf er

groferen trecke mit einem reis um  wir also auf er Diagonale
es ua rats abgetragen. Dort erbleibt er est man kann
nicht nochmal iese Abtragung ornehmen a gl.
Abb.1.
D c
E
F
A B

Abbil ung 1 Inkommensurabilit t on eite un Diagonale es ua rats

egt man nun im Punkt ie Tangente an as reissegment so erh 1t
man eren chnittpunkt mit er eite . Dann ist ein rechtwink
liges Dreieck essen  inkel bei  nach onstruktion er Diagonalen ein
halber rechter inkel sein muss. Daher ist iese Dreiecks che ie H lfte
einer ua rat che woraus man folgert. eiterhin sin un



auch Tangentenabschnitte om Punkt  um reisbogen un  aher
gleich lang. omit gilt insgesamt

Mit ist auf er eite bereits eine u ui alente trecke
abgetragen. Diese muss nun mit er iibrigbleiben en trecke erglichen
wer en er Diagonalen im nicht einge eichneten ua ratiiber . Damit ist

wie er as Ausgangsproblem gegeben Diagonale un eite eines ua rats
sollen erglichen wer en. Dieses erfahren fiihrt offenbar ur etrachtung
esselben Problems bei immer kleineren ua raten un hat offensichtlich
kein En e. Damit sin schlieklich Diagonale un  eite es ua rats inkom
mensurabel.

m nun u gegebenem F1 cheninhalt eines ua rats b w. u einer beliebigen

ua rat ahl ie nge er Diagonalen b w. ie wua ratwur el u bestim
men wir nachfolgen ein geometrisch bewiesenes Iterations erfahren unter

em amen Traktor e uen parallel um formalen eweis eingefiihrt as
eine geometrische Inter allschachtelung fiir ie ua ratwur el einer ahl lie
fert.

a rat rea ro at o re se e raktor

Mittels er asso iati en Figurense uen Traktor soll ein erfahren ur 6
sung er leichung entwickelt wer en as bei guten on er
gen eigenschaften auch immer eine e pli ite Fehlerabsch t ung ermdoglicht.
Da uwir mit er eitenl ngeeines wua rats om Fl cheninhalt i enti
iert welches man suk essi e iiber chengleiche echtecke appro imiert. u
eigen ist fiir ie Folge ieser echtecke mit en eweiligen eitenl ngen

un ass sie eine geometrische Inter allschachtelung bil en
in eren entrum ann as gesuchte liegen wir .

Abbil ung 2 Ausgangssituation ur ua ratwur eln herung



eialso  ein beliebiges echteck mit en eitenl ngen SO ass

un gilt.  eometrisch ermutet man eine bessere = herung er
eitenl nge eines  chengleichen ua rats auf er H Ilfte wischen un
wenn man wie in Abb.2 mittels eines reisbogens auf er eite

abgetragen hat. Diese neue eitenl nge betr gt ann -

echnerisch bietet sich ie il ung es - er
bei en eitenl ngen an enn wegen - o er umgeformt
- liegt as wua rat es arithmetischen Mittels n her
bei fiir as nach orausset ung ie analoge ngleichungskette
gilt.
Der heuristisch geometrische un  er arithmetische Ansat sin ui alent
wie eine kur e echnung eigt

Die onstruktion es arithmetischen Mittels als H lfte wischen un auf
er | ngeren echtecksseite kann geometrisch mit em irkel urchgefiihrt
wer en wie in Abb. ange eutet. Die  herung er wua ratwur el iiber
as arithmetische Mittel war bereits bab lonischen Mathematikern bekannt
un wur ein ehrbiichern es riechen RO erbreitet aher be eichnet
man iese Appro imationsmetho e als b w.

Abbil ung  Heron erfahren onstruktion es arithmetischen Mittels

m nun als bessere  herung es ua rats wie er ein echteck es Fl chen
inhalts  u erhalten muss un chst ie noch unbekannte an ere eitenl nge
bestimmt wer en. Die per arithmetischem Mittel bereits errechnete eite
misst - amit ergibt sich ie an ere eitenl nge u




Eine geometrische Mdoglichkeit ur onstruktion er weiten eitenl nge er
gibt sich urch Ein eichnen er erbin ung on un er urch trecken
halbierung in Abb. er eugten neuen  herung wir nennen sie er ber
sichtlichkeit halber bereits . Durch Einfiihrung einer Parallele u ieser

erbin ungsstrecke urch sin alle orausset ungen ur onstruktion es
n chsten  herungsrechtecks  erfiillt.

1 2

Abbil ung 4 Hilfsparallelen ur onstruktion er weiten echtecksseite

Durch erschieben weier Dreiecke b w. urch eweis iiber trahlen o er
ongruen s t el sst sich geometrisch eigen ass er chnittpunkt er Hilfs
parallele urch  mit er an eren Achse ie gesuchte weite eitenl nge
es chengleichen n chsten  herungsrechtecks sein muss. Der trahlensat
liefert fiir ie nge nennen wir sie auf er weiten Achse bis um chnitt
mit er Hilfsparallele un  amit somit ist

ie gesuchte weite eite esn chsten chengleichen  herungsrechtecks.

1 2

Abbil ung  Dreiecks erschiebung um eweis er F1 chengleichheit

Fiir ie weiteren etrachtungen soll formal bestimmt wer en welche er be
rechneten eitenl ngen ie grofere ist. Da u wer en bei e neuen  herungen
auf einen gemeinsamen positi en enner gebracht

un ergleicht man ie  hler un b w. mit ann
urch Differen bil ung



Damit liefert er ergleich er bei en neuen  herungen

as arithmetische Mittel ist also ie grofere er bei en neu berechneten ei
tenl ngen. Damit set t man analog ur Ausgangssituation

8 - un _ —
un erh It un  amit — . eiterhin folgt
araus

9 -

Diese Absch t ung wir wie nachfolgen ge eigt as eweiskriterium er E i
sten einer geometrischen Inter allschachtelung fiir ie ua ratwur el sein.

eometrisch | sst sich nach onstruktion esneuen  herungsrechtecks auch
eine Aussage iiber ie rofen erh ltnisse seiner eiten gewinnen. o kann
man wie schon anfangs fiir  ge eigt auch ie neu konstruierte eitenl nge

auf eran eren echtecksseite mit einem reis abtragen gl. ie folgen e
Abb.6.

Abbil ung 6  roRen ergleich er konstruierten echtecksseiten

ereits hier kann begriin et ermutet wer en ass ie iiber Halbierung er
Differen also entsprechen  em arithmetischen Mittel konstruierte eite

es  herungsrechtecks immer grofser o er gleich er per trahlensat o er
Dreiecks erschiebung ermittelten an eren eite ist er onstruktionsanfang
war bis auf beliebig.



un betrachtet man ie aufgrun elementargeometrischer eset m Rigkei
ten an Parallelen alternati er eweis iiber hnliche Dreiecke in Abb.6 b w.
nach onstruktion gleich langen in nachstehen er Abb. her orgehobenen
trecken. Die per Doppelkreis auf ie erste Achse iibertragene stark ge
eichnete trecke ist ort ersichtlich kleiner als er Abstan  wischen un
- er nach onstruktion - misst wie bereits bei er
Diskussion ur erwen ung es arithmetischen Mittels erl utert.

Abbil ung eweis er geometrischen Inter allschachtelung

Damit ist insgesamt ie urch en groferen reisbogen iibertragene  nge
er neu berechneten weiten eite kleiner als as arithmetische Mittel er
Ausgangsseiten in eichen

un ist auch geometrisch ie De nition eines Iterationsalgorithmus gerecht
fertigt a sich alle bisher getroffenen berlegungen auch auf onstruktionen
weiterer  herungsrechtecke iibertragen lassen on  auf un so fort bis
u bis u einem beliebigen natiirlichen In e mit ugehoérigem . nter
erwen ung on 8 lassen sich ie eiten er  herungsrechtecke rekursi
e nieren

10 - —

Die ngleichung un ie im Te t folgen en Ausfithrungen liefern weiter

11 f ralle
un aus 9 folgert sich schlieflich - was mit ollst n
iger In uktion nach ie bestimmen e ngleichung einer geometrischen

Inter allschachtelung ergibt.



12

ist a usammen mit em Enthaltensein 11 eriterierten in en Ausgangsin
ter allen notwen ig un hinreichen afiir gl. 2.2.1 ass eine geo
metrische Inter allschachtelung arstellt. Damit e istiert auch ein entrum
ieser chachtelung als ren wert er an punktfolgen wie unten argelegt
wir .

In er nachfolgen en Abbil ung ist eine Appro imation fiir einen F1 chen

inhalt on nach em hier beschriebenen erfahren argestellt um ie

schnelle on ergen es Algorithmus auf u eigen. Ab sin  ie echt

ecke in ieser Au Gsung optisch nicht mehr u unterschei en ie eitenl ngen

stimmen ann bereits im Promillebereich {iberein in er ra ksin ie nicht

abbrechen en De imal ahlen gen hert angegeben. Auch Taschenrechner un
omputer nut en Abwan lungen es Heron erfahrens fiir ie numerische
erechnung on ur eln.
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Graph (x -> 37-x)

Graph (x -> 2"x)//’




Graph (u -> 1/(1-u))
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Graph x -> x-1

Graph x ->In x
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